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Afrondingsproblemens

lflen onderscheidt in hoofdzaak drie methoden van afronding:

1°. de grafische, 2°. de mechanische en 3°. de analytische.

Over de éerstgenoemde methode valt uit mathematisch oogpunt weinig te
ermelden.

De tweede methode beoogt de verWijdering van toevallige waarnemingsfouten
en werkt als volgt:

Gegeven de reeks: Uy Uy Ugeealyeoally o u,

in aequidistante punten,
otel nus
| S
u'y = oque + cq(uy g+ w, d+eeave (o bouy )

\MQDe symmetrie ligt voor de hand en vloeit mede voort uit de overweging, dat
 door de afronding een arithmetische reeks van gegeven orde onveranderd
moet blijven.
M isé

e = e+ (D) Du + B Alu v D) pde Q) phy.
W n= e + () Aw+ G p% + G4 + G At

| I
up = uk(co + 201 + 2c2+..,+ 20r)
2

+ zﬁzuk(1201 + 2202 + evs + T
) 2

c,)

e ASBuk(12°1 + 2%, + el r?cr)

T
I Ak S (b 2 1 A5 4 Pal
+12Auk§;(2+117\)c)-6AukZ‘:()\+5>\)GA.
:Algemeen geldt blijkbaars blijft een reeks van de orde (2p) onveranderd,
dan ook een reeks van de orde (2p+1). Overigens hangen de c's af van het
iriterium, hetwelk aan de afronding wordt gesteld.
B.¥. de middelbare fout

‘Q/L002+ 2012+ 2022+...+2032] zij minimaal.

- 3tel nus u'k= coYy + 01(uk_1+uk+1))+ vow F Cr(uknr+uk+r)'
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Zen reeks van de orde (2p+1) moet onveranderad blijven en de middelbare
fout zij minimaal. Stellig is p < r, zodats:

fo = ¢y + 2c1 + 202 + eee + 2cr -1 =0
2 2 2 _
f1 =1 cq + 2 Cop * eos + T . = 0
_ 44 4 4 _
f2 =1 c, + 2 Co + eoe + T ¢, = 0 (p+1) verg.
_ 42P 2p _-‘-Ep_n:_
fp =1 cq + 2 Co + evs + 1 c,. = 0
. " 2 2 2 .
Voorts: 8 = ¢y + 201 + eea + 2Cr = minimaal.
Dus moet: g + c{ofo + 0{1f1 F oeee 5(pfp een abs. min. zijn.
Ofs 2cy + 0(0.—.0
4oy +2 A+ d1+<%2+...+cxp=0
2p -
2 4 2p -
b, +2 Ay + 0(1 + "X o tere + T a(p =0

In totaal dus (r+p+2) vergelijkingen met evenveel onbekenden.

Z0o vindt men:
1

p=0 | ®s = TraT
D= 1 ¢ = 3 3r2 + 3r - 1 = 582
5 (Cr=1) (2r+1) (2r+3)
4 3 2 2 2 4
b= 2 o = 15 (15r™+ 30r--35r°-50r+12)-35(2r°+2r=3)5°+635
- s 4 (2r=3)(2r-1)(2r+1) (2r+3) (2r+5)
Wij gaan weer uit van de n punten (ﬁk,yk) en voeren in:
. _ 2 m ..
L Y = Cp t CqX 4+ 0pXT 4 4ue O X, waarbij m {<n.
Zije noo- ml 2
V=3 Lyk = Co = CyXp = aee = ckaI = minimaal.
1 -
Dus:
n . n . n . .
i _ - i i+1 i+m
g’ckylc_cO%:Xk+c1 %X1§:+"‘+Cm‘zljxk !

waarbij i = 0,1,2...m
Dus (m+1) verg. met evenveel onbekenden 00;01,...,cm. In het geval van
aequidistante punten komt men weer bij de mechanische methode volgens
net minimum~principe terecht. Nu is tegen deze oplossing in te brengen,
dat men de hele berekening opnieuw moet opzetten, indien met een a
priori gekozen m geen voldoende nauwkeurigheid is bereikt.
Voer daarom ins y = COPO + 011?1 + c2P2 + eoe + cum, waarbi j Pi poly-—

nomivm van de graad i.
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Zijs . o _

V= ;%, [yk - ¢ofg - c.]P1 - 02P2 - dee = j} minimaal.
Dus: n n ‘

51 P (x )y = ¢ 21 Po(x )Py (xy )+ dee 4 0y z.le<xk)Pi("k)
Ofs —

(1=0) co CS"OO+c:1 040 * C5 G’QO+....—|~cm Too = PO

(i=1) c 601 + oy 4 + O 5-21 Toaee *+oCp 0"1 91

(i=m) co %m+c1 €1m+02 O~2m+"‘ +e, O = ‘Om'
Stel nus n

= 0# = i ‘

21 Pi;(X )PJ(X ) g 0 voor i % 3o

Dan is de oplossing : c. = Piz G—ii’ alleen bepaald door Pi en

i

n i n n
_ 2 2 2 2 2 Z 2

Het systeem PosPqee+B omvat 142+...4m+1 = 3(m+1) (m+2) constanten, ter-

wijl de orthogonaliteit Zm(m+1) voorwaarden telt. Resteert dus voor elke
P, één vrijheidsgraad.
Om tot orthogonale polynomen te geraken, voeren we het navolgende stelsel

L

o) = T, THx) = ‘6'60 Po\ M) = (oo 701 Fo
170 P 710 J11 T4
o0 21 B
Algemeen:

o0 Zo1 %902 ... So.m-1 %o

TT (x)= | 070 611 P12 ...  Gim-t B

m x/= N 7 "~ P

Oo0 P21 oo ... So.m=1 *2

Wij kunnen nu aantonen, dat de polynomen Tri(x) orthogonaal zijn, zodat:

2:% Wi.(xk) TTJ-(XK) = 0, voor i £ j.

Men heeft:
X,. P

Wi 0
[IERIF

I

ot (9(1P1+...+9(1Pi

Py ‘]Tj + X 4P, TTJ toeet X Py TTJ.

ens

i

E:l:“i(xk) Tr.j(xk) = z:l Polx,) ﬂj(xk)+...+

+ o(l Z:l: P,i(xk‘) vj(xk).

laar in het prechterlid is elke term blijkbaar nul.



&

£

~4~
Beschouw nu het bijzondere geval, dat de abscissen der n punten

aequidistant zijn ,duss _ ;
~(n=1)  =(n=3) =(n=5) ..... (n=3) (n=1)

I I I3 -1 In
- S o _ l+"j _ _(l
Den is: 1{13 = :%: X voor zover Pi(x) = x
- A2 .y, _ 1 2 2 )
0o = n3 O34 = 3n0=1); Sy = 35 n(n"=1) (30" 7);

5 n
- <r§3 2'5% n(n2-1)(3n4~ 18n2+ 31), eNnz. enz.)
e __. — R _ o 2 e )
I'o = 1) TT*I ~ G“OOXy WZ" J-].‘( G.—OOX- 011)'

- N ) 2 o 3 p— . —_
WB = (6606’22 - (T-']'l )( \)11X - Y 22X)9 T& =

; 2 2y A “ 2
= (691633~ Ty >B%05'22” g1 0% = (59 833 = 579 Tpp)x" +

) )
+ (64533 =8 )]

Hiermede is het probleem in beginsel ongelost. Ter vereenvoudiging mag
elke 7] ,(x) door de co&fficiént van x! worden gedeeld, aangezien nog

één vrijheidsgraad ter beschikking stond.



